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ЗАДАЧИ 
 

В работе рассматривается частный случай автобалансировки однодискового ротора, при котором 
область устойчивости наиболее узкая. Показано, что в этом случае для анализа устойчивости нет 
необходимости перехода к вращающимся координатам. Получено точное решение, которое в явном 
виде показывает зависимость границы устойчивости автобалансировки от параметров ротора и ав-
тобалансира. Выполнен его анализ. Установлено, что существует сочетание параметров, при кото-
ром невозможно обеспечить устойчивость автобалансировки. Получено простое приближенное вы-
ражение для определения границы устойчивости с хорошей точностью. 
Ключевые слова: ротор, автобалансировка, пассивный автобалансир, компенсирующие массы, устойчи-
вость. 

 
1. Постановка проблемы. Анализ суще-
ствующих исследований. Цель работы. 

 
Автобалансирующие устройства (АБУ) пас-

сивного типа находят применение в роторных ма-
шинах (РМ) для снижения уровня их вибрации. Их 
практическое применение сталкивается с проблемой 
обеспечения устойчивости автобалансирующего 
режима движения механической системы (МС) (см. 
[1-4] и др.). В свою очередь, решение этой пробле-
мы обусловливает необходимость развития анали-
тической теории АБУ. 

В данной работе рассматривается проблема ус-
тойчивости автобалансировки простейшего ротора, 
совершающего плоско-параллельное движение. 
Анализ ограничивается частным случаем располо-
жения компенсирующих масс (КМ) АБУ, при кото-
ром геометрический параметр D=0 (определение 
параметра см. ниже). Практическая целесообраз-
ность такого ограничения обусловлена следующим. 

В процессе эксплуатации РМ происходит неиз-
бежный рост дисбаланса ротора, в результате чего 
изменяются автобалансирующие положения КМ в 
АБУ и значение D. Как следствие изменяются и 
границы устойчивости. Изучение характера измене-
ния границы устойчивости (см. [2, 3, 4]) показало, 
что из всего возможного диапазона значений 
D=0…1 частный случай D=0 является наиболее 
опасным. При этом область устойчивости автоба-
лансировки наиболее узкая.  

Таким образом, исследование этого частного 
случая позволит получить наиболее важную инфор-
мацию для эффективной эксплуатации АБУ, прак-
тически гарантирующую его устойчивость в течение 
заданного ресурса. Кроме того, рассмотрение част-

ных случаев упрощает аналитическое исследование 
динамики МС, что расширяет возможности получе-
ния приближенных и даже точных выражений для 
границ устойчивости. 

Целью данной работы является получение точ-
ного аналитического решения для границ устойчи-
вости автобалансировки ротора с АБУ для случая 
D=0 и его анализ, а также получение приближенно-
го решения. 

 
2. Уравнения возмущенного движения  

 
Рассмотрим однодисковый ротор на двух изо-

тропных опорах (рисунок 1). Статически неуравно-
вешенный диск ротора расположен посередине ме-
жду опорами и совершает плоское движение. В 
плоскости диска расположен автобалансир с КМ в 
виде  шариков или маятников. Количество КМ n 
произвольное, но не менее двух. Число степеней 
свободы данной МС равно (2+n).  

Данная механическая система характеризуется 
следующими физическими параметрами:  

 – угловая скорость вращения ротора, рад/с;  
M – масса диска, кг;  
r – эксцентриситет, м;  
K – жесткость вала и его опор, приведенная к 

центру диска, Н/м;  
 m,  – коэффициенты внешнего вязкого демп-

фирования ротора, кгс-1 и с-1;  
p – критическая скорость вращения ротора без 

АБУ (но с массой диска, увеличенной на массу всех 
КМ), рад/с;  

xA, yA – текущие координаты геометрического 
центра диска, м;  

m, n – масса одной КМ (кг) и их количество;  
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R – радиус окружности движения центров масс 
КМ в АБУ, м;  

h – коэффициент внутреннего вязкого сопро-
тивления движению КМ в АБУ, с-1;  

j – постоянные угловые положения КМ отно-
сительно диска в режиме автобалансировки, рад;  

j – текущая угловая координата j-й КМ отно-
сительно оси x, рад. 

 
 

 
 

Рис. 1. Механическая система «ротор –
автобалансир» 

 
Устойчивость режима автобалансировки ис-

следуем традиционным методом Ляпунова по пер-
вому приближению уравнений возмущенного дви-
жения. В работе [5] в рамках единого подхода полу-
чена система уравнений возмущенного движения 
для произвольной роторной машины с пассивным 
АБУ. Переход к предложенным там же «суммар-
ным» обобщенным координатам КМ позволяет мак-
симально сократить количество уравнений системы, 
причем независимо от числа КМ. 

Для рассматриваемой механической системы 
ротора с АБУ система уравнений возмущенного 
движения в неподвижной системе координат при-
нимает следующий вид: 
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 q  – вектор вариаций обобщенных координат 
диска;  

 af  – вектор вариаций суммарных обобщен-
ных координат КМ; 

j – вариация обобщенной координаты j-й КМ; 
 cd  – геометрическая матрица, характери-

зующая автобалансирующие расположения КМ. 
Здесь параметр D обобщенно характеризует 

геометрию автобалансирующего расположения КМ 
в автобалансире. Его составляющие Dc и Ds входят в 
систему (1). 

Из (1) видно, что в общем случае уравнения 
возмущенного движения имеют периодические ко-
эффициенты, что существенно затрудняет их анали-
тическое исследование. Поэтому в подавляющем 
большинстве исследованиях устойчивости АБУ 
осуществлялся переход к уравнениям с постоянны-
ми коэффициентами во вращающейся системе коор-
динат. Это в свою очередь приводит к существен-
ному усложнению выражения для коэффициентов 
характеристического уравнения. 

Однако, при частном значении параметров Dc = 
Ds = 0 и, следовательно D=0, периодические матри-

цы   tT  и    1tT   в (1) сокращаются и все коэф-
фициенты системы становятся постоянными, что 
позволяет исключить дополнительный этап трудо-
емкого преобразования. В этом случае уравнения 
возмущенного движения (1) принимают простой 
вид: 

 

         

       
        .0q

R2
nfEhE

fE2Ehf

;0fRqpqq

ac
2

aca

a
2

















      (2) 

где  

;;; 2







M
m

M
Kp

M
m  

 – относительная масса одной КМ. 
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3. Характеристическое уравнение и его 
формы 

 
Характеристическое уравнение (ХУ), соответ-

ствующее системе (2), после преобразований выпи-
шем в форме определителя от блочной матрицы: 
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где   22 hk   ; 

  – собственное число МС. 
Здесь определитель состоит из четырех блоков 

размером (2,2) каждый. Диагональные блоки соот-
ветствуют подсистеме ротора и подсистеме КМ 
АБУ, а внедиагональные блоки характеризуют 
взаимосвязь между подсистемами МС. 

Важно отметить, что ХУ (3) имеет вид сущест-
венно более простой, чем традиционный ХУ после 
перехода к вращающимся координатам. Это дает 
возможность довести анализ устойчивости до точ-
ного решения. 

Используя известные свойства блочных опре-
делителей [6-8 и др.], ХУ (3) может быть представ-
лено в следующем эквивалентном виде: 
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Здесь размер определителя ХУ понижен с (4,4) 

до (2,2). 
Раскрывая определитель (4), получаем 
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откуда ХУ принимает вид алгебраического уравне-
ния с комплексными коэффициентами: 
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где k= 1. 
 

4. Точное аналитическое решение для 
границ устойчивости 

 
Проанализируем ХУ (5). На границах устойчи-

вости вещественная часть одного или нескольких 
собственных чисел равна нулю, т.е. имеют место 
равенства 

 
    ksssss ;Im;0Re;i  ,   (6) 

 
где k  – критическая скорость вращения, являю-
щаяся границей устойчивости автобалансировки. 

Далее подставляем (6) в (5) и после отделения 
вещественной и мнимой частей ХУ получаем сле-
дующую систему уравнений, справедливую для гра-
ниц устойчивости: 
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Система уравнений (7), (8) может быть приве-

дена к системе равенств нулю двух полиномов от-
носительно s : 
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Здесь первое уравнение получено путем ис-

ключения из (7), (8) величины  ks k  с после-
дующей подстановкой  sLRe  и  sLIm  из (9). 
Второе уравнение получено на основе рассмотрения 
отношения    ss LImLRe . 

В систему (10) входят две неизвестные величи-
ны: искомая граница устойчивости k  (по скорости 
вращения ротора) и частота собственных колебаний 
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МС s  (соответствующая той форме собственных 
колебаний, по которой происходит потеря устойчи-
вости).  

Важная особенность полученной системы (10) 
состоит в том, что величина k  присутствует толь-
ко в одном из коэффициентов второго уравнения. 
Это дает возможность после исключения s  из сис-
темы (10) получить уравнение для k  минимальной 
степени. Для исключения s  удобно воспользо-
ваться понятием результанта, известного из курса 
высшей алгебры [8]. 

После выполнения указанных преобразований 
приходим к бикубическому уравнению относитель-
ной границы устойчивости автобалансировки: 
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Отсюда получаем точные аналитические выра-

жения, определяющие в явном виде границы устой-
чивости: 
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Согласно решению Кардано при Q>0 среди 

трех корней кубического уравнения (11) имеется 
один действительный корень x1 и два комплексно 
сопряженных корня x2,3, а при Q0 – три действи-
тельных корня (при Q =0 имеется кратный корень). 

Анализ показывает, что при характерных диа-
пазонах значений параметров МС , n, , h (см. [2-
4]) величина Q положительна. Этот же анализ вы-
явил, что коэффициенты c1, c2, c3 не изменяют сво-
его знака, в то время как коэффициент c0 может 
быть как положительным, так и отрицательным. 
Последнее дает возможность, применяя правило 
знаков Декарта [8], установить количество положи-
тельных и отрицательных корней кубического урав-
нения (11). 

Анализ полученного решения позволяет сде-
лать заключение, что при характерных значениях 
параметров МС и D=0 возможны следующие два 
случая. 

1. Существует одна (нижняя) граница устойчи-
вости автобалансировки 1k . При этом c0>0, Q>0, 

0x 2
1k1  . 

2. Граница устойчивости отсутствует. При этом 

c0<0, Q>0, 0x 2
1k1  . В этом случае автобалан-

сировочный режим движения неустойчив при лю-
бой частоте вращения ротора и параметрах МС. 

Критическим фактором, разделяющим первый 
и второй случаи, является знак коэффициента c0. 

Таким образом, можно сформулировать сле-
дующее положение – автобалансировка ротора не 
может быть устойчива ни при какой частоте враще-
ния если 

D=0  и  22 n
2
1h    или  1

h
n

2
1K

2

2

b 





.  (13) 

Физическое явление невозможности устойчи-
вой автобалансировки (полученное здесь в виде 
точных соотношений (13)) согласуется с достаточ-
ным асимптотическим условием устойчивости, по-
лученным в работе [1] приближенно методом мало-
го параметра для случая . 

Отметим также, что математически формально 
существует также возможность существования трех 
и двух границ устойчивости. Однако эти случаи со-
ответствуют нетипичным (или даже физически не-
возможным) значениям параметров МС и требуют 
дополнительного анализа. 

 
5. Приближенное аналитическое реше-

ние для границ устойчивости 
 
Полученное точное решение (12) ненаглядно. 

Поэтому имеет смысл получить приближенное ре-
шение, дающее более ясное представление о харак-
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тере влияния параметров МС на границу устойчиво-
сти. 

Вернемся к системе уравнений (10). Для подав-
ляющего большинства РМ имеет место соотноше-
ние 2<<3p2 . Принимая, что (3p2-2)3p2, из точной 
системы (10) приходим к приближенным уравнения 
вида: 

 
  ,0pk1

;0Kp
2

bsk
2
sb

6
sb

322
s



    (14) 

где 

.1n
2
1

h
n

2
1K;

h
2
b

2

2

bb











  

Здесь первое уравнение существенно упрости-
лось в сравнении с исходным вариантом, что позво-
ляет получить из (14) аналитическое решение в яв-
ной форме. 

Приближенная формула для границы устойчи-
вости автобалансировки, полученная из (14), имеет 
вид: 

3 b

3
bb

k
K1

K1
p




    (15) 

или через параметры МС: 
 

3

3 23 2

33

k
h

n
2
1h

hn
2
1

p







 




.   (16) 

Полученная формула имеет наглядный вид и 
отражает свойство отсутствия устойчивости при 
условии (13). 

Для сравнения полученных результатов с из-
вестными был проведен расчетный анализ, резуль-
таты которого представлены на рисунке 2. Расчеты 
выполнялись с использованием безразмерных пара-
метров МС: 

p
h

B;
mnM

mn
n;

p
B;

p 0









 .   (17) 

Диапазоны значений параметров: B=0,01…0,3; 
n=0,001…0,1; B0=0,01…0,2. Базовые значения па-
раметров: B=0,1; n=0,01; B0=0,02. 

Для вычисления границы устойчивости (крити-
ческой скорости вращения) использовались: 

- традиционное известное ХУ (см. [2, ф.(5.90)] 
или [3, ф.(10)]), полученное для общего случая па-
раметра D (сплошные кривые); 

- приближенная формула (16), полученная для 
частного случая D=0 (пунктирные кривые). 

Сравнение результатов расчетов показывает, 
что приближенная формула (16) обладает хорошей 
точностью (на втором и третьем графиках пунктир-

ная и сплошная линии практически сливаются). В 
указанных пределах значений параметров МС её 
погрешность не превышает 8 %. 

Кроме того, на рисунке 2 наглядно показано 
наличие критических значений параметров МС, при 
переходе через которые автобалансировка не может 
быть устойчивой. Исходя из (13), критические зна-
чения параметров МС могут быть вычислены по 
формулам: 

2

2
0

kp0kpkp0
B

B2
n;

n
2BB;n

2
1BB 


 . 

При указанных базовых значениях параметров 
их критические значения следующие: Bkp=0,283; 
nkp=0,080; B0 kp=0,0071. 

 

 
Рис. 2. Граница устойчивости автобалансировки в 

зависимости от параметров ротора и АБУ 
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Заключение 
 
1. Показано, что рассматриваемая задача до-

пускает точное аналитическое решение (12), которое 
в явном виде определяет зависимость границы экс-
плуатационной устойчивости автобалансировки от 
значений параметров ротора и АБУ. 

2. Установлено, что в пространстве параметров 
МС существует область (13), в пределах которой 
невозможно обеспечить устойчивость автобаланси-
ровки ни при какой частоте вращения ротора.  

3. Полученная приближенная формула нагляд-
но отражает влияние параметров ротора и АБУ на 
границу устойчивости и обладает хорошей точно-
стью. 
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АНАЛІТИЧНА ОЦІНКА ЕКСПЛУАТАЦІЙНОЇ СТІЙКОСТІ  
АВТОБАЛАНСУВАННЯ РОТОРА НА ОСНОВІ ТОЧНОГО РІШЕННЯ ОКРЕМОЇ ЗАДАЧІ 

О.М. Горбенко 
У роботі розглядається окремий випадок автобалансування однедискового ротора, при якому область 

стійкості є найбільш вузькою. Показано, що в цьому випадку для аналізу стійкості немає необхідності пере-
ходу до координат, що обертаються. Отримано точне рішення, яке в явному вигляді показує залежність межі 
стійкості автобалансування від параметрів ротора і автобалансира. Виконаний його аналіз. Виявлено, що 
існує поєднання параметрів, при якому неможливо забезпечити стійкість автобалансування. Отримано про-
сте наближене вираження для визначення межі стійкості з хорошою точністю. 

Ключові слова: ротор, автобалансування, пасивний автобалансир, компенсуючі маси, стійкість. 
 

ANALYTICAL EVALUATION OF OPERATING STABILITY OF 
AUTOBALANCING OF ROTOR ON BASIS OF EXACT DECISION OF SPECIAL CASE OF PROBLEM  

A.N. Gorbenko 
The special case of autobalancing of one disk rotor at which an area of stability is most small is in-process ex-

amined. It is shown that in this case for the analysis of stability there is not a necessity of passing to the revolved co-
ordinates. An exact solution which in an obvious kind shows dependence of border of stability of autobalancing 
from the parameters of rotor and autobalancer is got. Its analysis is executed. It is discovered that exists combination 
of parameters, at which it is impossible to provide stability of autobalancing. Simple close expression is got for de-
termination of border of stability with good precision. 
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